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6 境界クライシスによるス トレンジア トラクタの消滅
あわりに
























以下で本論文の内容を簡単に紹介 しよう｡ 先ず第 1章ではカオス理解に2次元
写像を用いる理由を示す｡第2章では我々が扱う2次元写像の性質をまとめる｡
さらにここで用いる記号等について説明する｡ 第3章から第6章までが本論文の
中心部分である｡ ここにおける内容の多 くは筆者が得た新しい結果である｡ 第3
章では安定多様体と不安定多様体が接触 したとき､また交差 したときの構造変化
を議論する｡ 以下の章で必要となる定理 も紹介する｡ 第4章では､カオスを理解
するうえで最も基本的な周期倍分岐についての考察を行う｡第5章では周期倍分


































オスが非同期 的 な性 質 とラ ンダムな性 質 を有 す るこ とを表 わ してい る｡ (3) は
カオ スが我 々 の常 識 をは るか に超 えた対象 で ある こと を我 々 に教 えて くれ てい
る｡ そ して (4) はカオスが突然現 われるの ではない こ とを意味 してい るo
初期値 を少 しず ら した とき､カオス軌 道 ではそのずれが指数関数 的 に拡 大 され
てい く｡ その拡 大 率 を表 わ してい るの が リア プ ノ フ数 であ る｡ よ って (0) と
(1) は本 質 的 に同 じであ る｡ カオス軌 道 がア トラ クタ上 にあるな らば､ それは
ある有限 の領 域 の中 に存在 してい る｡ カ オス軌道 のずれが拡大 され ア トラ クタの
大 き さ程 度 ま で拡 が る と＼ そ れ以 後 の 軌道 を正 し く予 測 す る こ とがで きな くな
る｡ こ うい った意味 でカオスの軌道 は未来 を予測 で きないの である｡
それではなぜ リア プ ノフ数 が正 の状態 が分岐 を経 て現 われ るの で あろ うか｡数
値計算 では確 かにそ うな っているが､ こ れにたいす る明確 な答 え を筆者 は知 らな
い｡" カオス" と" リアプ ノフ数 が正" との間 に何 が 'かけ橋" が必要 である と
思 うの は筆者 だ けではないであろ う｡
カオス とは何 かにたい してその本質 をついた研 究 が最近減 っ て き た こ と を 厳 粛
に受 け止 める必要 がある｡最近 ではカオ スの 存 在 を 積 極 的 に 受 け 入 れ ､ そ れ を 何
かに役 に立 て よ うとい う動 き が あ る ｡ こ れ も 一 つ の 方 向 で あ る と 思 う ｡ カ オ ス 山
の裾 野 を 開 拓 す る こ と は 大 事 で は あ る が ､ 今 求 め ら れ て い る の は 雲 に 隠 れ 良 く 見
え な い カ オ ス 山 頂 上 に 向 か っ て い く 努 力 を す る こ と で あ ろ う と 思 う ｡
そ れ で は カ オ ス 山 頂 に 向 か う た め に は ど の よ う な ル ー ト を 辿 れ ば 良 い の で あ ろ
う か ｡ 我 々 は " 2 次 元 写 像 系 の カ オ ス " を 理 解 す る こ と が 最 も 良 い ル ー ト で あ ろ
う と 信 じ て い る ｡ そ の 理 由 を い く つ か あ げ て み よ う ｡
(1) 1次 元 写 像 の カ オ ス (4) は 非 常 に 研 究 が 進 ん で い て ､ 残 っ て い る 問 題 は 非
常 に 扱 い に く い テ ー マ で あ る ｡ ま た 常 微 分 方 程 式 系 で 現 わ れ る カ オ ス を 理 解 す る
際 に 1次 元 写 像 モ デ ル (例 と し て ロ ジ ス テ ィ ッ ク 写 像 ) は 重 要 な 役 割 を 果 た し た
が あ ま り に も 簡 単 す ぎ る ｡ ロ ジ ス テ ィ ッ ク 写 像 等 は 逆 に 解 け な い し ､ 相 空 間 の 中
に 出 現 す る フ ラ ク タ ル 構 造 を 持 っ た ア ト ラ ク タ は 1 次 元 写 像 モ デ ル で は と う て い
理 解 で き な い ｡
(2) 3次 元 の 相 空 間 の 中 で 常 微 分 方 程 式 に よ っ て 記 述 さ れ る 運 動 を 理 解 す る よ
り ､ 2 次 元 平 面 内 の 写 像 に よ る 運 動 を 理 解 す る ほ う が 格 段 に や さ し い ｡ 3 次 元 相
空 間 内 で の 運 動 を ポ ア ン カ レ横 断 面 法 に よ っ て 2 次 元 写 像 を 構 成 で き る ｡ す な わ
ち 2 次 元 写 像 で 分 か っ た こ と は 高 次 元 の 常 微 分 方 程 式 系 の 運 動 の 理 解 の 出 発 点 に














2次元曲面MをR2 (平面)､S2 (球面)､T2 (トー ラス面)､A2 (円筒面)
のいずれかとし､面M上の点の写像 (微分同相写像)Taによる運動 を考えよ


























































(7)sA(mト m-サイクルの窓 :m一周期のシンクとサ ドルがサ ドル-ノー ド分岐
で出現 したとする｡ このときm一シンクが周期倍分岐 (mx2∩) をおこした後にス
トレンジア トラクタSA(m)が現れる｡ サ ドル ノーー ド分岐から､sA(叫が内部クラ
イシスをおこして消滅するまでのパラメタ区間をm-サイクルの窓と定義する｡





(2)ah｡mn(nil):同期倍分岐で現われ不安定化 した2n-サ ドルのW 2nとW 2nがU S
第-ホモクリニック接触 をする値 o ah｡mOは同期 倍 分 岐 の 母不動 点 の W lとw 1u S
が第-ホモクリニック接触をする値｡
(3)aahelm･n(n>m≧0):2m-サ ドルのW 2mと2n-サ ドルのW 2nが第一ヘテロクリS U
ニック接触をする値｡∩'mであることを特に注意 しておく｡















































にいれる｡ 1-サ ドルについてはタイプ1しかないのは明らかである｡ 一般の周期
においていずれが起きるのか､また両方が起きるのかは写像等に依存する｡
次にヘテロクリニック接触とは､Wutui)とws(vi)(u･-i)間の接触であるo u･とV･LiI ' I J
同じサイクルに属さないサ ドルである. つまりすべての整数nにたいしてTnu.".1J
であるサドルであるo Wu(ui)とws(vl)のヘテロクリニック接触点または交差点を未






































いう点にある｡ 交差 している時､漸近接触は頻繁に起きる｡ 漸近接触にもホモク
-340-




























































図3に示 してあるように､∩-サ ドルのWun(ul)とm-サ ドルのWsm(sl)がpで第一


































r-lul･P]w u(ul)UlP･sl]w s(sl)Ulsl･TnP]w s(sl)UlT7p･ul]wu(ul).
拡大写像 (J,1■)の場合､点をうった領域を写像7J7で繰り返 し写 していくと､
その面積はA(r)を越すようになる｡ 逆に散逸写像 (J'1)の場合は､斜線の部分






















































































後に現われていたことが分かる｡ これよりス トレンジア トラクタの出現に関して
同期倍分岐の重要性が更に増 してきたと言えよう｡ 我々は周期倍分岐がス トレン
ジア トラクタを生じさせている母体であると考えている｡ ス トレンジア トラクタ
の奇妙な構造は周期倍分岐の途中で形成 されてきたと考えるのが自然であろう｡
次の節ではこの考えに従って周期倍分岐とス トレンジア トラクタを考察する｡




あることを注意しておく｡ a-80で安定な1一周期点 (母不動点)が生 じたとし､
a-alで1-周期点が不安定化し周期倍分岐によって安定な2一周期点が現われると
する｡ aがaOから81を過ぎるまでに固有値は図 5に表示 してあるように変化す








に交差しているといえる｡ また定理 3.9からも両者が第-直接接触 を経て交差
することは禁止されているo つまりWs2が出現 した瞬間から両者は横断的に交差
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次に連結性についてコメントをしておこうo a州 くa≦an+2において､2∩-サ ド
ル､2- -シンク､および2〃-サドルの不安定多様体wu2∩は弧状連結であるo とこ
















っとすると､あるパラメタ値aElan+2,a･)においてW 2mとW 2nは第-漸近接触をU S
起こす｡◆
(証明)区間(a州 ,an+2)内の任意のaの値をとる｡ このとき2州 -シンクが存在し











































分り､Wu2k(u)とws2k(u困 英断的に交差するとい う矛盾が導かれるo よって



























J ah｡m0 ㌔｡ml ah｡mZ a｡h｡tl,0 aah｡tl,2
0.1 1.72609 1.65155 1.63507 1.72609 1.65155
0.2 1.77503 1.72062 1.70570 1.77504 1.72063
0.3 1.82483 1.79820 1.78533 1.82486 1.79821
0.4 1.87505 1.88298 1.87295 1.89795 1.88300
0.5 1.92532 1.97389 1.96778 1.98561 1.97391
0.6 1.97515 2.06999 2.06916 2.07799 2.07152
0.7 2.02394 2.17047 2.17648 2.17480 2.17821
0.8 2.07041 2.27456 2.28913 2.27704 2.28996
0.9 2.11070 2.38127 2.40648 2.38237 2.40705
次に既に導入してあるいくつかの臨界値に対する関係をまとめておこう｡
主張 5.3 (YamaguchiandTanjkawa (13))
aahelk･m≦aahelk･n､aahetm･n≦aahetk･n(o≦k<m<n),◆ (51･6)



















更にW 2kとwud(n+m ≧j)k･2m)は横断的に交差 している事も明らかであるoS
ここで新 しい用語を導入したい｡式 (5.1.11`)を見ると周期が2∩のサ ドル
の不安定多様体の閉包から周期が2∩十mまでのサ ドルの不安定多様体の閉包までが























周期倍分岐が集積 した後にス トレンジア トラクタが現われる｡ そしてパラメタ
の増加につれて島融合過程が進んでいく｡ このプロセスでス トレンジア トラクタ
がどのように変化していくのだろうか｡ここでは仮定等を置き､そのもとでス ト
レンジア トラクタの構造変化について議論していく｡





























蝕 か ら交差 へ は ､Oの 2n+l佃 島 か ら2n個 島への 島融合 が生 じる前 に 生 じ る こ と が
分 か る ｡ それ ゆえ に､OとW 2nはa-aahetn･∞にお いて タ イ プ 3 の 第 - 漸 近 接 触 をS
す る｡ この結果 ス トレンジア トラ クタの 島融 合 は図 7 bの よ う に 突 然 生 じ ､ 図 7a
の よ うに 連続 的 に は生 じない こ とが分 かる｡ こ れ が 1 次 元 写 像 と の 違 い で あ る
(1次元写像 では図 7aの よ うに生 じる) ｡ 式 (5.1.5)を 用 い た 数 値 計 算 の 結 果 (図
















るス トレンジア トラクタが､2∩個の島のストレンジア トラクタへと島融合を起こ




























6 境界クライシスによるス トレンジア トラクタの消滅
ここでは条件 (Al)､ (A2)が必要である｡ 境界クライシスを議論するため
に更に必要な条件を次に示しておく｡



























































紹介 しよう｡ 図 10は式 (6.1.1)を用いて計算した結果である｡ Jの値が小さ
いときは1つの島まで島融合が進んでから境界クライシスが起きる｡ 例えばJ
-0.5とした場合は1つの島まで島融合が進まず2つ島の状態で境界クライシスが
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rl=【Q･P]w lU[Q･P]wl･ r2=lQ･TPL 1∪【Q･TP]w1U S u S



































'(回答 2)有界な不安定多様体はア トラクタと関係している. 一方､安定多様体
はベイスン境界である｡ ア トラクタが存在しているとき不安定多様体はア トラク
タに漸近している｡ そのア トラクタに漸近していく軌道を与える初期点の集合を




























は明らかである｡ ス トレンジア トラクタが濃淡を有するのは固有値の違った様々
なサ ドルの存在にその原因を兄い出すことができる｡ つまり固有値の絶対値が1
に近いサドルの近傍に点が来たときは､この領域に長い時間留まる｡ すなわち濃






















4長 島弘幸 ､馬場良和 ､ カ オス入 門 ､倍 風館 ､1992.













15 9 (1 9 8 7 ).
9 J ･P a H s ,O n M o rs e -S m a le d y n a m ic a l s y s te m s , TopologyVot.8,385-405(1969).
J ･P a Iis a n d W ･d e M e lo , G e o m e trI'c T h e o ry o f D y n a m ic a l S y s te m s . S p ringer,
N e w Y o rk e (1 9 8 2 ).
1 0 Y ･Y a m a g u c h i a n d K ･T a n ik a w a , O n th e firs t ta n g e n c y o f s ta b fe a n d u n s ta b le
m a n ifo ld s in C r p fa n a r d iffe o m o rp h js nrs . J o u rn a l o f M a th e m a tic a l P h y s IC S ･
V o l.3 3 , p p .5 6 0 -5 6 9 (1 9 9 2 ).
l l Y ･Y a m a g u c h i a n d K .T a n ik a w a , S tru c tu re c h a n g e o f s ta b le a n d u n s ta b le
m a n ifo ld s in tw o -d J.m e n S io n a J m a p s :p e rio d -d o u b = n g b ifu rc a tio n , C h a o s , S o /I'tb n s
& F ra c ta /s V o J,2 ,N o .2 ,p p .1 3 9 -1 4 6 (1 9 9 2 ).
1 2 H ･G ･S c h u s te r, D e te rm in is tic C h a o s , V C H V e rla g s g e s s e H s c h a ft m b H ,1 9 8 9 .
1 3 Y ･Y a m a g u c h i a n d K .T a n ik a w a , S tru c tu re c h a n g e o f s ta b )e a n d u n s ta b le
m a n ifo ld s in tw o -d im e n s io n a l m a p s II:is ta n d -m e rg ln g a n d b o u n d a ry c ris is ,
C h a o s , S o lito n s & F ra c ta /s V o I.3 ,N o .2 ,p p .1 9 3 -2 0 2 (1 9 9 3 ).
1 4 M ･H e n o n , A tw o -d im e n s io n a l m a p p ln g W ith a s tra n g e a ttra c to r, C o m m u n ic a -
tI'o n o f M a th e m a tic a l P h y s I'c s , V o J.5 0 ,p p .6 9 -7 7 (1 9 7 6 ).
1 5 M ･B e n e d jc k s a n d L C a rle s o n , T h e d y n a m ic s o f th e H e n o n m a p , A n n a /s o f








野の総合的研究 (昭和54年度記銀集 文部省科学研究費補助金 総合研究B課
題番号430602)pp.145-166.1980年2月.
18Z.You,E.J.KostelichandJ.A.Yorke,Calculatingstableandunstablemani-
folds,/nternatI'OnalJourna/ofBifurcationandChaos,Vol.1,pp.6051623(1991).
山口喜博 谷川清隆
市原市潤井戸字大谷2289-23 三鷹市大沢2-21-1
帝京技術科学大学情報システム学科 国立天文台理論系
-366-
